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EPREUVE DE MATHEMATIQUES 1

Un corrigé

Partie |

1 1 1
1. (a) Soit n € N. L'application ¢t — ———— est définie et continue sur [0, et ———— ~ —,donc
( ) n PP (1+t2)n [ —l—OO[ <1+t2)n t—+00 t?n
teo dt
/ 3y, converge si, et seulement si, 2n > 1 ou encore n > 1.
0 (1+t2)n
De méme, 'application ¢ r t bien définie et conti [0, +o00[ et r !
e méme, |'application ——— est bien définie et continue sur [0, 4oco[ et ——— ~ ——,
PP (1+ t2)” (1+ t2)n t—too F2n—2

—+o00 2

donc / 72dt converge si, et seulement si, 2n — 2 > 1 ou encore n > 2.
0 (L +1¢t2)n

(b) Pour tout entiern > 2,0on a:

oo 24t T2y 11 +oo dt oo gt
Qp = Y Tan At = 12—l T = Pt = P
o (142" 0 (1+122)n o (142" o (14+2)n

D’autre part,

“+00 dt “+o00 1 + t2 _ t2 “+o00 dt —+o00 t2dt
P = RS e A= R A = Pl an
o (143" 0 (14¢2)n o (142 o (142

De plus, une intégration par parties donne pour tout n € N*:

oo gt
b = /0 2+ 1)
- t oo oot (—n)2t
- [(t?ﬂ)n]o _/0 @+

+o0o tzdt
= 0+2 ————dt
o [ G

= 2nopy1.
2n —1
2n

1x3x..x2n—-3
2x4x..x2(n—-1)

D’ouVn € N*, 3, = 2n(8,, — Bn+1) et par conséquent (3,41 = Bn, ce qui donne :

\V/HEN*\{]_}, Bn: /81

oot T
avec 1 = T+ =3

0
Finalement,

1x3x..x2n—3 «
N* 1 n — 2"
vneN"\ {1}, 8 2x4x..x2(n—-1)2

Comme «;,, = 8,_1 — By, on obtient alors :

I1xX3x..x2n—-5 7
Vn>2, an= T
e T X . x2(n—1) 2




n n
2. Par la formule de bindme on a (1 + t2)" Z Cit% =1+nt® + Z C t*. Comme le terme Z Ci t% est positif,

=2 =2
<

1
(14+12) 1+nt

0<8 </+°° dt u:ﬁtl/—’—oo du
==y 1+nt2 0 Uny 14w 2yn

D’ou lim §, =0et lim o, = lim (8,-1 — B,) = 0.
n—oo n—00 n—oo
3. Par linéarité de l'intégrale, on a :

n +oo M +oo 12 n—2 1 k
_ v dt
Zap /0 Z t2_|_1 /0 (t2+1)22<t2+1> ’
p:2 —

d’oti, en reconnaissant une somme géométrique :

alors (1 4+ t*)™ > 1 4+ nt? et donc 0 <

5 puis par intégration et changement de variable, on

obtient :

n

1 1 n—1 1 1 n—1
Y= [ o = [T
o (1 0

1)2 1 241
p=2 + ) 1_(m> te +
ou encore :
o= [ gt -n
P — 2 n
= o Pl

D’ou, Vn > 2,

oo dqt
Sy — — | < B,
/0 1+t2‘—ﬁ

Mais on sait que lim g, = 0, alors I'inégalité précédente montre que la suite de la somme partielle associée a
n—o0

. oo dt
. . 2. ™
la série E a;, converge, ce qui montre que série E a;, converge et E ap = / it
n>2 n>2 n=2 0
, . Ix3x..x2n—-5m ., |
D’autre part, on sait que a;, = -, d’ot:

2x4x..x2n—-1)2"

:22><4><...><2(n—1)§_§’

i 1x3x..x2n—-5 7 T

puis, par un changement d’indice, on obtient :

=1

i1><3><...><2n—3

2xXx4X..%X2n
n=1

Partie 11

1. La fonction h; est bien définie et continue sur [0, 1[. De plus, V¢ €]0,1[, ona:

ha(t) — hi(0) 1 1
¢ (1= ¢
1— (11—t
H1— 2)r
1-— i(—l)iﬁit%
T
S el
r1— 2y

=1

2



hi(t) — h1(0)
t

De méme, la fonction hg est bien définie et continue sur [0, 1[. Montrons que hy est dérivable a droite en 0.
Pour tout ¢ €]0,1[, ona:

Donc %in(l) existe et vaut 0 et par conséquent h vérifie la propriété P.
—>

ho(t) —ho(0)  (@—ipr — 22 (1—t)" —(1— %)5‘

t t (2 — t)°

2 2

(1—1)" — <1—;>5_ (%—r)t—l—ts(t)

AN t
Onsaitque (1 —t)" =1 —rt +tei(t) et <1 - > =1-24 teo(t) ot }in% ei(t) = %iI% 9(t) = 0. Donc
— —

avec lime(t) = 0. D'ou,
t—0

— £ — t
limM:hm(2 T)+€(>: s T
t—0 t t—0 (2—1)® 25+l 2s

Donc hy vérifie la propriété P.
2. (a) eSiA=1,pourz €]0,a,ona:

dt’<a:/ sup |H(t |—A/—Aazln )
x t€[0,a]

e S5i A # 1, on obtient les inégalités suivantes :

T H(t)
|Aa(z)| = Tdt
a dt
< o[ sw HO
z tel0,a]
T qt
< A.T i tj
AT PRE YIS EO) A 2
< Az = Az - _
v [1—/\L S Y 1—/\<x a’\_l)
eSiz €]0,1[,ona:
1 [* A [* ATl Ax
A(z)| = PHOA < = | dt = < .
Bl =[x [Craea] < 5 [Tra= S0 < A0

(b) e Pour tout A de € R, et tout  de €]0, 1], ona:

k;a(:c)+h&0) — :&/jﬁﬁdt /j@&fdt go)(z)A

D’out |kq(x) + h()\O) ’ < |Aa(z)| + ]h()\O)\ (2)/\, et comme ilg% Ag(x) =0, alors
zli%l+ () = _h()\O)
D’autre part, k(x) h(0) = xl—/\ /Oa: A Lh(t)dt ©) avec xi’\ ; A Lh(0)dt h()\O)’ d’ou
k(z) — h()\()) _ :Ul/\/ox ,\h(t);h(O)dt_ 9517 Oxt*H( \dt = A(z),



h
et par conséquent lim <k(a:) - ()\0)> = lim A(x) =0, ainsi :

z—0

3. (a) Pourtoutz €]0,1[,ona:

1 T 14 1 x
fa) = -ty [ e = e [ o

ou b la fonction définie dans la premiere question de cette partie avec » = a + 1. D’ot1, on en déduit que

. _ «a hl(o) _ 1
lig fa) = (1- 0 x 2 - 2
(b)
T £s—1
se) = -0 [

=T e /l_y T dt
_ +2)a+1
1 (=2
t::—u _yOZ /y (1 B u)ﬁil du
% (1 _ (1 _ u)2)a+1

o Y (-uw! o [ ha(u)
= 7Y /§ wati(2 — u)a+1d“ =Y /é wetl du

ol hy la fonction définie dans la premiere question de cette partie avecr = f — 1et s = a + 1. D’'ot, on

en déduit que
lim g(z) = — <_h2(0)> !

z—0 « T ogatly’

D’autre part, avec la relation de Chasles, on a :

(1—a2) [ [z tP-ldt Tt
o= xﬁ</o R

o (—a®e fr Bl (T—a) 7 Pl
/0 ( [ (

ZL'B 1— t2)a+1 + :L'B 1— t2)a+1

 (1=a®e [z Bl (142)°
I

b 1 —¢2)atl T 9(x)
D’oui:
1
, _ (1—az2) /2 tP=1dt (14 z)* 1 1
1 ~ 1 POV S
in{l_ f(l') :1:;1’{1_ ( xﬁ 0 (1 — t2)a+1 + 1‘6 g(x) + % 20+1q 2«

Partie III

1. Il s’agit d'une série entiere lacunaire, pour tout x # 0, on a:

un+1x2(n+1) 2(n+1)

unxQn

Un 17T

= lim 5
UpT<"

n—oo

n—oo

Donc le rayon de convergence de la série g u,x®" est égal a 1.
neN*



2. Pourtoutz €] —1,1,ona:

(1 —2%)¢/ (z) + 2 [(b—1) - cva] ()

D’autre part, on peut vérifier facilement que Vn € N*, (b+n — 1)u,, —

vz el - 1,1, =(1

— 2%)¢ () +

i(x — %) 2nu,a® 1 42 [(b—1) - ax? (1 + Z U2 )

n=1
[o.¢]
Z2nun ZQnu 222 1 2(b —i—ZQ b —1)u,z>
n=1 n=1
oo
—2az? — Z 2au,x>"?

n=1
Z 2(k — Dug_12%* +2(b— 1)

Z 2nuna:
k=2

[e.@]

+ Z 2(b — 1)unx2" — 2ax? — Z 2auy_122*
n=1 k=2

2b — 1 — 2a2” + 2uyz* + 2(b — 1)ug2?
o0

+ > [@2nay — 2(n = 1)) 1 +2(b— 1) 2n
n=2

2b — 1+ (2buy — 2a)z>

Uy — 20Up_1] T

+ i [(2b — 2+ 2n)u, — (2a + 2(n — 1)up—1)] 220

n=2

(a +mn —1)u,—1 =0, on obtient donc :

[(b —1)—ax ] o(r) =2(b—-1) (1)

3. (a) Lasolution de I"équation homogene associée a I’équation différentielle (1) est donnée par :

2[(1;71)7@12}

zs Ae ) TR 0

ou A est une constante. Par la méthode de décomoosition en éléments simples, on obtient :

2[b-1)—az®] 20b-1) b-—1-a b—1-a
z(1 — 22) o 11—z 1+z 7
ce qui donne pour tout z €] — 1,0[U]0, 1],
[(b—1) — az?] o [2(b—1) b—1—a b—1-a
/ 20— 22 der = . dx—/ T da:—i—/ T2 dx
= In|zP® YV —(b—1—a)ln(l—2z)— (b—1—a)ln(l +2)

et donc

La méthode de la variation de la constante conduit a \'(z)

d’ou

AMz) =

220-1)

M a2ypia

y(x) _ )\(1 _ x2)b—1—a

20-1)
(1—a?)b~lma  2(b—1)
:L.Q(b—l) = 1'(1 _ ;[;2) Oou encore
, 1.2(17—1)—1
L20-1)—

5



La solution générale de (1) est de la forme

' (1 _ x2)b717a (1 _ xZ)bflfa x t2(b71)71
y:x — )\w =+ 2(b — 1) x2(b_1) . (1 — tQ)b—adt’ )\ € R

Puisque ¢ est solution de I’équation différentielle (1) et ¢(0) = 1 alors ¢ est de la forme précédente, donc

(1 _ x?)b—l—a z 42(b-1)-1
nécessairement A = 0 et p(x) = 2(b— 1) / dt.
0

22(b—1) (1—¢2)b—a
(1 _ xQ)b—l—a T t2(b_1)_1 1
Or d’apres la question (3) de la partie II, xli:%lJr —30-1) /0 BT dt = 50 -1) (utiliser la

fonction faveca=b—1—aetf =2(b—1)). Do,

(1_m2)b—1—a T t2(b—1)_1
Ve €] = 1,010, 1], () =20 - HU /0 At

(b) D’apres la question (3) de la partieII, on a:

dt =

lim p(z) =2(b—1) lim 1=y 2(b—a—1):b—a—1'

r—1 rx—1 ;CQ(b_l)

(1 _ x?)b—l—a /:B 752(17—1)—1 2(b _ 1) b—1
0

—1
4. Sib=1leta= - l'équation différentielle (E) s’écrit z(1 — x%)y'(z) + %y = 0, dont la solution générale est

T 1 —2x
z s de T — o2 T A1 —22. Comme ¢(0) = 1 alors A\ = 1. Ainsi,
Ve e]— 1,1, p(z)=+v1-—22

Si |z| = 1, C’est-a-dire #* = 1, on sait que g uy, converge, donc la série E u,z*" converge pour |z| = 1.
neN* neN*

D’autre part, Vo € [~1,1], on a [u,z®"| < |u,| = u, et la série E uy, converge. Donc la série de fonctions
neN*

E u,x*" converge normalement et donc uniformément sur [—1, 1], en particulier la fonction somme ¢ est

neN*
continue sur [—1, 1].

Partie IV

1
1. Soit p € N*. La fonction t o est décroissante sur l'intervalle [p,p + 1] et donc Vt € [p,p + 1],

1 </p+1dt
P+~ J, to

i 1 i 1 oo dt 1
Vn € N¥, — = </ =
p=n+1 p® p=n (p+ 1) no 1 (@—Tnott

puis par intégration on obtient :
D’ou :

2. La fonction y est bien définie, continue et dérivable sur [1, 400 et

1 b—a—1
—(1-= >0
< x—i—b) ] -

donc p est croissante sur [1, +00[ et comme liIJ]rn p(z) =0, alors pu(x) < 0 pour tout = € [1,4o0].
T—>1+00

b—a
(x + )2

Va € [1, +ool, ' (z) =




3. (a) eCasa=0b—a:Pourtoutn e N, onaa+n>n—1>0etb+n > 0.Donc

b—a
U v a-+n n+b—1
n+1 i n+1 _ _ :ﬂ(n) <0
Up, Un b+n n+b
( d’apres la question 2., de cette partie ), d’ot :
Upt1| |G+ N Un+1
Up, b+n Up
U U . ST u
Dans ce cas on aura | < ce qui donne l'inégalité |u,| < Mvn ou encore
Un+1 Un U1

[un| < )%‘ x b, = |a|b® tu,.

eCasa=1:Sia=1,alorsb—a <1etdonc

Un+1 Uptl  a+n n+b—1_a+1—b>0
Unp vn b4n n+b  n+b —
U v
Donc |+t > "*1 ot dans ce cason a :
Un Un

|| > )%‘ X bu, = |alvy,.

1
b)Sib—-a>1,v, = ———— ~ ——, donc la série g v, converge, et par comparaison la série
( ) 7 ¥n (n+b* 1)b7a n—00 nbia/ n g 7 p p
neN*
E uy, converge absolument, donc elle converge.
neN*
Sib—a <1,lasérie E vy, diverge, elle est de méme de la série E [t |-
neN neN*

4. (a) Soitz €] —1,1[,ona:
pl@) —p(l) = Y un(a® —1)
n=1

= w0t Y w1
p=1

p=n+1
n p—1 0o
= Z:up(ac2 -1) Za:Zi + Z up(x? — 1)
p=1 1=0 p=n+1

Dou:

n p—1 00
o) — ()] < (1 =2") D Jupl Y[l + D Jupl(1 - ™)
p=1 i=0

p=n-+1
p—1
Comme |z| < 1, alors Z ]w\m <petl—2* <1.Dou l'inégalité demandée :
i=0
n o
o) — ()] < (1 =) Y plupl + Y |uyl.
p=1 p=n+1



n n
Il clair que Zp|up\ <n Z lup| < nS. D'autre part, on a dans ce cas, |up| < |a|b®*

p=1

p=1

1
m, donc par

sommation et I'inégalité de la premiere question de cette partie :

o

>l <laltt YD

p:n—‘,—]_ p:n+1

Sin € Ntel que

o0

lp(z) = o(1)] < (1 —2*)ns +

1 1
— <N < VY,
21 — 22 V1—22

[e.o]

1 1

1
- < a—1 _ < afli'
b1y = Elaa o < |a|b s

p=n-+1

e
(v — 1)na—1’

alors gx/ 1—22< (1-2%)nS < SV1—22etdonc

lim (1 —2%)nS = 0.

z—1-
& 1 a—1 1 2yt 1 a—1 2yt
De méme, on a a7 <n' < ————vetdonc(l-2°)2 < ——- <2 (1-a27) 2.
20-1(1 —z2)"2 (1-22)"2 n®
a—1 b—a-1 |la|p>—1
C = > 0,alors lim —————— =(et s t:
omme — 5 alors lim (@— Dnod et par conséquen

o0
Sia > 0, alors |uy,| = u, et donc Z |un| =

n=1

lim _p(z) = (1)

|z|—1—

> un = lim p(x) = p(1).
ot r—1

o0 oo
Si—1<a<0,alors |u,| = —u, et donc Z |un| = — Zun = —¢(1).
n=1

n=1



